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Definizioni di base

Definizione formale:
» Abbiamo un insieme finito N di giocatori.

» Ad ogni gruppo di giocatori, cioe ad ogni coalizione S C N,
€ associato v(S) € R

» Quindi un gioco cooperativo a utilita trasferibile &
v : P(N) — R (con v(()) = 0)

Interpretazione: come interpretiamo v(S)?
» Somma dei valori di utilita (trasferibile) che i giocatori di S
ottengono.
» “Soldi” che S e in grado di ottenere.
» S ein grado di vincere o perdere. Caso in cuiv(S) € {0,1}



Definizioni di base

» Superadditivita
V(SUT) >vVv(S)+Vv(T) per S eT disgiunte.
» Allocazione
semplicemente un elemento x di RN.
» Pre-imputazione
una allocazione x tale che )\ xi = V(N) (per gioco
superadditivo ha a che fare con I'efficienza).

» Imputazione
oltre a pre-imputazione, anche razionalita individuale:

xj > Vv({i}).
Si puo arrivare all'idea di nucleo aggiungendo condizioni di
“razionalita intermedia™ ) ;.5 X; > v(S) per ogni S.



| 4 classici assiomiin SG(N).

Dato N, SG(N) é la classe di tutti i giochi superadditivi aventi N
come insieme dei giocatori.
Vogliamo ¢ : SG(N) — RN,
» Efficienza: per ogni gioco v, ®(v) & una pre-imputazione.
Owvero: iy ®i(v) =V(N)
» Simmetria: ®;(v) = ®;(v) se, scambiando i con j, il gioco v
non cambia
» Null player: ®;(v) = 0 se il contributo di i € nullo.
Ovvero, se:
V(S U({i}) =v(S) perogni S
> Additivita: ®(v +w) = d(v) + d(w)



Commenti agli assiomi.

Efficienza e simmetria (o0 anonimita) sono condizioni “ovvie”.

Lassioma del “null player” (caso particolare del “dummy
player”) dice che il valore Shapley distribuisce il “bottino”
tenendo conto dei contributi dei singoli.

Additivita: accettabile? Perplessita di Luce e Raiffa (1957)

Matematicamente, funge:
» Unanimity games sono una base per G(N).

» Per unanimity games i primi 3 assiomi determinano il
valore Shapley.

» Con l'additivita estendiamo a tutto G(N).
» Si passa poi facilmente a SG(N), se si vuole.



Avvertenze.

» Lallocazione risultante non & detto sia stabile (fuori dal
nucleo: guanti; nucleo vuoto: gioco di maggioranza
semplice).

» Efficenza senza superadditivita é richiesta che pud essere
stupida. Sapere se uno é obbligato a stare nella grande
coalizione.

» Gli assiomi possono non essere categorici su sottoinsiemi
di SG(N).
Esempio: additivita su giochi semplici, cioé v(S) € {0, 1}.
Rimpiazzare con trasferimento:
di(v VW) + di(v Aw) = di(v) + d(w),Vi € N.



Altri sistemi assiomatici

» Alvin Roth prende sul serio I'idea di valore atteso.

» Peyton Young evidenzia le radici marginaliste del valore
Shapley.

» Sergiu Hart e Andreu Mas Colell introducono I'idea di
coerenza e di potenziale.

» Anche Moretti et al. giustificano assiomaticamente il valore
Shapley per i microarray games.



Gioco dell'aeroporto.

Ognuno paga per le componenti (stampanti, fax, fotocopiatrici,
etc.) che usa.

La spesa di ogni componente ¢ divisa in parti uguali fra gli
utilizzatori.

Caso famoso: gioco dell’aeroporto.

Aerei di tipo diverso richiedono pista di atterraggio di lunghezza
diversa.

Ogni banda di lunghezza & pagata in parti uguali (tot per ogni
atterraggio) solo dagli aerei che la usano.



Generalizzazione: infrastructure cost games.

Idea: nel gioco dell'aeroporto i costi non dipendono dal numero
degli utenti.

Se invece dipendono, ipotesi semplice: una parte di costo &
proporzionale al numero di utenti.

Classe di giochi introdotta in EUROPE-TRIP.
Per allocare ai “transport operators” i costi per 'uso della
infrastruttura ferroviaria.

Ancora disponibile semplice formula per il valore Shapley



Indici di potere.

» Gioco semplice:
v(S)e{0,1}
» condizioni:
VIN)=1e SCT =v(S)<v(T)
» indice di potere di Shapley-Shubik
semplicemente il valore Shapley per giochi semplici.
» attenzione! ricordare: assiomi non categorici
usare assioma trasferimento invece di additivita

» alternativa: indice di Banzhaf
il caso della contea di Nassau (Long Island)



Reliability theory.

» Semi-coherent structure:
f:B"—B,conB ={0,1}
monotona, f(0) =0,f(1) =1

» dizionario:
componenti = giocatori
componenti irrilevanti = dummy player
path set = coalizione vincente
cut set = coalizione di blocco
etc.



Esperimento di microarray: risultati e discretizzazione.

Microarray expression data Microarray expression
from desease samples data from normal samples
sl | s2 | 83 sl | s2 | s3
gl 422012 gl (4163|127
g211|98]|16 g2 1427821
g3 | 7 (24|61 g3 | 5 |35|05
Discretizgmatrix cug;'fs
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Microarray games.

Microarray TU game:

* Players are genes;

« games with [0-1] characteristic function;

* on each sample:
-If a coaliticn has value 1 then that coalitions
activates the disease;
-If a cealition has value 0 then that coalition does
not activate the disease.

EXAMPLE:

Microsrray diser..dat The corresponding [0, 1]-game

sl s2 s3 <{g‘|,g2,g3},V>:

gl | 0| 1| 1 | vlete2)-vg3g2p=1/3
v{{g1,02,g3})=1 and

g2 |1 1 1 | v(S)=0 for each other different coalition S.

g3 1 0 1 The Shapley value is: (5/18,8/18,5/18).




Valore Shapley per microarray games.

» Applicazione del valore Shapley per trovare chi siano i geni
piu rilevanti.
» Perché il valore Shapley?

» Una nuova caratterizzazione assiomatica, che tiene conto
delle specifiche caratteristiche della situazione.

» Rilevanza di un approccio via TdG: dare la giusta enfasi
allinterazione fra geni.



Dati sperimentali.

Selezione di dati da microarray ottenuti da Alon et al. (1999) su
cellule del colon.

Analizzati 2000 geni, e 62 campioni di cellule (40 tumorali e 22
normali)



Risultati su dati sperimentali.

| cinque geni con il valore Shapley piu alto:

Nome del gene valore Shapley (x10~3)
H.sapiens mRNA for GCAP-II/ 3.83
/uroguanylin precursor

Nucleolin 3.56

Gelsolin precursor, Plasma 3.34
DNA-(Apurinic or apirymidinic site) 3.23

Lyase

Human vasoactive intestinal peptide (VIP) 3.21

Geni scritti in blu: & noto che sono coinvolti in processi tumorali.



Conclusioni

» |l valore Shapley é pervasivo. (Land-Gefeller, kick-out .. .)
» Spesso e facile da calcolare.

» Ha applicazioni impreviste, ma non assurde, dati i semplici
e universali presupposti da cui parte.

» Modesti suggerimenti

» Integrare varie discipline.
» Guardare con occhi diversi.
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