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1 Introduzione

L’uso dell’utilita trasferibile nella Teoria dei Giochi richiede tre ipotesi:
— deve esistere un comune mezzo di scambio, tipo il denaro;
— deve essere possibile effettuare pagamenti laterali;

— T'utilita di ciascun giocatore per il denaro deve essere una funzione lineare della
quantita di denaro.

Esistono molte situazioni in cui queste ipotesi non sono soddisfatte.

Per esempio sia dato un mercato di scambio (N, (u');en, (€')icn) dove N & un
insieme di agenti e per ciascun agente i € N ¢ data una funzione di utilitd u® :
IR™ — IR e una dotazione iniziale ¢! € IR™, dove m rappresenta il numero di beni
del mercato.

Si puo costruire un gioco ad utilita trasferibile G = (N, v) nel modo seguente:

v(S) =sup {Zui(xi):xiEIRm,iESe inSZei} VSCN

ies €S €S

in altre parole v(.S) rappresenta il massimo profitto che la coalizione S puo ottenere
riassegnando le dotazioni iniziali tra i componenti, e sommando le utilita di z* € IR™
(quantita di denaro che I’agente 7 pud ottenere vendendo z*).

Se il denaro non gioca un ruolo cosi centrale si possono considerare i seguenti
insiemi:

V(S) = {(Zi)ies :Vie S3a'€R™con Y ' <> ez = ul(xl)} VS C N

€S i€S

V' (S) contiene tutte le possibili allocazioni di utilita che i giocatori della coalizione
S possono ottenere “barattando” tra loro le proprie dotazioni iniziali.

Ricordiamo che un gioco TU (gioco cooperativo ad utilita trasferibile) ¢ una cop-
pia G = (N,v), dove N={1, 2, ..., n} & un insieme finito di giocatorie v : P(N) — IR
¢ una funzione che ad ogni coalizione S C N associa un numero reale v(S) che rap-
presenta 1'utilita di S.

Invece un gioco NTU (gioco cooperativo ad utilita non trasferibile) ¢ una coppia
G = (N,V), dove N= {1, 2, ..., n} & un insieme finito di giocatori e V' & una
funzione che ad ogni coalizione S C N associa l'insieme di tutte le ripartizioni di
utilitd ottenibili dai membri di S. Quindi V(S) C IRS | dove IR® & I'insieme delle
applicazioni da S in IR. IR® & isomorfo a IRI®! dove |S| & la cardinalita di S e gli
assi coordinati sono indiciati dagli elementi di S (v. fig.1).



Figure 1:

Diremo che un insieme A C IRS ¢ comprensivo (comprehensive) se (z;) €
Ay <z Vi€ S = (y) € A Cio significa se A comprende una allocazione
(x;), allora comprende anche il cono formato da tutte le allocazioni (y;) < (z;), che
indicheremo con A — IRS.

Definizione 1.1 G = (N,V) ¢ un gioco NTU se, ¥ S C N si ha che: V(S) C IR®

¢ chiuso, non vuoto e comprensivo.
Esempio 1.1 Sia G = (N, V) il gioco definito da:

N = {1,2,3}

VH{1}) = {zielR:z <2}

) = {z2€R:2y, <0}

) {z3 € R :x3 <0}
( ) = {(z1,22) € R 12y <2 2, <0}
V{1,3}) = {(z1,73) € R 12 <625 <0}
( ) = {(z2,73) € R®¥ : 2y <423 <0}
) = {z€R® a1 +15<6,00+15 <4}



Figure 2:

Talvolta & conveniente considerare V(S) come un sottinsieme di IRY, lo spazio
delle utilita della grande coalizione. Due modi standard per far cio sono di conside-
rare 1 seguenti insiemi:

V(S) = V(S) x{(0)iems}

V(S)=V(S) x IRN\S

(L’insieme V. (S) & magro nel senso che ha dimensione s = |S|, I'insieme V(S) &
grasso nel senso che ha dimensione n = |N|, v. figure 2 e 3).

Una condizione utile al fine di realizzare effettivamente la grande coalizione e
la superadditivita; essa richiede che date due coalizioni disgiunte S e 7' i rispettivi
membri possano ottenere almeno le stesse allocazioni di utilita anche nella coalizione
congiunta S UT. Formalmente si ha:

Definizione 1.2 Sia G = (N,V) un gioco NTU; siano S, T C N, SN T = .
Diciamo che il gioco G e superadditivo se:
V(S)NV(T)CV(SUT)

oppure
LN |

Figure 3:

Per confrontare le allocazioni di utilitd in JRY abbiamo bisogno della seguente



Definizione 1.8 Sia G = (N,V) un gioco NTU, u, v € IRY. Diciamo che u
domina v tramite la coalizione S (u domg v) se :

1. ueV(s)
2. u; > v; YVie S

Diciamo che u domina v (v dom v) se 3 .S : u domg v.

Si noti che la relazione di dominanza non e transitiva e in particolare puo accadere
che u dom v e v dom u (ovviamente tramite due differenti coalizioni).

Introduciamo ora due concetti di soluzione per un gioco NTU

Definizione 1.4 Ilnucleo di un gioco NTU G=(N,V), notazione C(G), é l'insieme
delle allocazioni di utilita di V(N) che non sono dominate. In simboli:

CG)={uecV(N):32SCN,2yeV(S):ydoms u}

Definizione 1.5 Una soluzione di von Neumann-Morgenstern (soluzione vNM)
di un gioco NTU G=(N,V), é un sottinsieme A di V(N) con la proprieta che ogni
allocazione di utilita in A non é dominata da elementi di A e ciascuna allocazione
che non sta in A é dominata da un elemento di A.

Le soluzioni vINM hanno una storia piu lunga di quella del nucleo, ma in generale,
ne esiste piu di una e non ci sono metodi per determinarle. Inoltre non ci sono ca-
ratterizzazioni dei giochi NTU che hanno soluzioni vNM, diversamente da quanto
accade per il nucleo. Infine Lucas (1968) ha trovato un esempio di un gioco senza
soluzioni vNM. Percio non ci soffermiamo oltre sulle soluzioni vNM.

La definizione di nucleo per i giochi NTU & una naturale estensione di quella analoga
per i giochi TU. Infatti sia G = (N, v) un gioco TU, ad esso possiamo associare in
modo naturale il gioco NTU G' = (N, V) definito da:

i€s
ed ¢ facile dimostrare che C(G') = C(G).

Sebbene il nucleo di un gioco TU sia sempre un insieme convesso, questo non e vero
per il nucleo di un gioco NTU, come dimostra il seguente:

Esempio 1.2 Sia G = (N, V) il gioco definito da (v. fig.4):

N = {1,2,3}
V({i}) {z;i € R: 2 <0}



Figure 4:

V(s) = {(%‘)z‘@SGlRi:fozl}—lRi VSCN:|S|=2
i€S

V(N) = {(1,1L,1)} - R-i]\-f

I punti (0,1,1) e (1,0,1) stanno nel nucleo ma il punto medio del segmento che li
V2 V2 () domgioy (3,1,1) (v. fig.5).

unisce (%, %, 1) non sta nel nucleo poiche (%5, 5, 315

Esempio 1.3 Consideriamo un problema di contrattazione a due giocatori (F,d)
dove F' C IR?* & la regione di contrattazione (feasible set) e d ¢ il punto di contrasto
(disagreement point). Possiamo interpretarlo come un gioco NTU dove:

V{i}) = {zieR:2; <d;}  i=1,2
V({1,2}) = F-1IR}

Per questo problema sono stati proposti numerosi concetti di soluzione puntuale (v.
fig.6), tra cui:

Soluzione di Nash:

Ng = argmax {(z; — dy)(x2 — dy) : z € F'}
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Figure 5:

Soluzione di Kalai-Smorodinsky:

r1 —dy o — do

Kg = argmax { :xEF,&i:max{xi:xEF}}

a; —dy  as —dy
Soluzione Egualitaria:

Es =argmax {r; —dy =x9 —dy:x € F}
Soluzione delle Aree uguali:

As:A({d+ B3} n{ze F o > (Ash}) =
=A({d+ By} n{we F: a2 > (As)})

Soluzione Dittatoriale:

Di =argmax {z;: 1 € F,x; =d;,j # i}
Soluzione Utilitaria:

Ug = argmax {x; +zo:2x € F}.

Esempio 1.4 Consideriamo il gioco NTU in cui si vogliono allocare gli slack tra
le attivita di un progetto modellizzato tramite il PERT (Project Evaluation and
Review Technique). Questo consiste nell’assegnare ad ogni attivita di ogni coali-
zione un margine di tempo entro cui puo essere terminata, senza danneggiare le
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d=0

Figure 6:

altre attivita non facenti parte della coalizione. Il corrispondente gioco in forma
caratteristica e dato da:

V(N) = {IERN:@ZOVZ'EN, Z%‘de,VCj}—lRf

iECj
V(S) = {ye RS (ams.y) eVN), Vo eV(N), 2 >0} — R VSCN

dove z; ¢ lo slack assegnato all’attivita ¢, C; rappresenta una sequenza di attivita
(cammino) che va dall’inizio alla fine del progetto e d; ¢ lo slack del cammino C}

Esempio 1.5 Supponiamo che due giocatori 1,2 debbano muoversi da A a B; essi
hanno a disposizione due strade S1 e S2. Se S1 e utilizzata da un solo giocatore il
tempo di percorrenza e di 10 minuti mentre, se e utilizzata da entrambi i giocatori
il tempo aumenta di 5 minuti. Se S2 e utilizzata da un solo giocatore il tempo di
percorrenza ¢ di 12 minuti mentre, se e utilizzata da entrambi i giocatori il tempo
aumenta di 8 minuti. Possiamo interpretarlo come un gioco NTU dove:

V({i}) = {zi€eR:x; <15} i=1,2
V({1,2}) = {(-10,-12),(-12,-10)} — [R%
Si osservi che ciascun giocatore, da solo, puo garantirsi un tempo di 15 minuti

derivante dalla scelta della strada piu veloce sulla quale pero puo transitare anche
'altro; invece cooperando uno impieghera 10 minuti e 'altro 12 (v. fig.7).



_____________ 10
S — 12

A AR AR A r-15

/.. /.. .-/_ . o
vy 7

.

Figure 7:

2 Giochi bilanciati

La nozione di gioco bilanciato € importante nella teoria dei giochi TU perché i giochi
TU con nucleo non vuoto sono tutti e soli quelli bilanciati. Qualcosa di simile si puo
dire anche per i giochi NTU. Inizialmente diamo le seguenti definizioni:

Definizione 2.1 Sia N un insieme finito. Un sottinsieme B di P(N) dicesi
collezione bilanciata se esistono dei numert positivi A\g per ciascun B € B chiamati
pest, tali che

Z Agp =1 Vie N

B:ieBeB

Definizione 2.2 Un gioco NTU G = (N,V) dicesi cardinalmente bilanciato se
per ogni collezione bilanciata B con pesi Ag, B € B:

> AsY(B) CV(N)

Definizione 2.3 Un gioco NTU G = (N, V) dicesi ordinalmente bilanciato se per
ogni collezione bilanciata B:

N V(B) CV(N)
BeB



Teorema 2.1 Un gioco NTU cardinalmente bilanciato é ordinalmente bilanciato.

Sia I'B la classe dei giochi NTU G = (N, V) per cui valgono le seguenti condizioni
di limitatezza:

1. 3v € RN tale che V({i}) = (—o0,v;] C IR Vie N
2. {(ui)ies € V(S) :u; > v; Vie S} e limitato e non vuoto VS € N

In questa classe estendiamo il teorema di Bondareva-Shapley. Questa estensione
ha molte utili applicazioni nella teoria dell’equilibrio economico.

Teorema 2.2 (Scarf 1967) Un gioco NTU ordinalmente bilanciato nella classe T'P
ha nucleo non vuoto.

Il viceversa e falso come mostra il seguente
Esempio 2.1 Sia G = (N, V) il gioco definito da:
N = {1,2,3}
V(i) = (—o00,0]Cc R VieN
V(s) = {(ILD}-R] VSCN:|S|=2
VIN) = {220} - RY.
E chiaro che (2,2,0) & un elemento del nucleo. G non & ordinalmente bilanciato

perché (1,1,1) ¢ V(N) anche se (1,1) e V(S) VS C N con |[S|=2e {SCN:|S|=
2} ¢ una collezione bilanciata.

3 Convessita

Altre caratterizzazioni dei giochi NTU con nucleo non vuoto si possono dare con le

nozioni di convessita cardinale e ordinale, che sono collegate anche con la convessita
dei giochi TU.

Definizione 3.1 Un gioco NTU G = (N,V) si dice cardinalmente convesso se
per ognit S, T C N si ha:

V(S)+V(T)CV(SUT)+V(SNT)

e V(N) é convesso.
G si dice ordinalmente convesso se per ogni S, T C N si ha:

V(S)NV(T)CV(SUT)UV(SNT)



Esempio 3.1 Il seguente gioco G = (N, V) ¢ ordinalmente convesso, ma non car-
dinalmente convesso:

N = {1,2,3}
) {0} - R vieN
) = {0,1)} - R
V{13 = {(1,0} - R
) = {0,0)} - REY
) = {z€eRY 2y +a5+125 <1}
Per S={1,2} e T={1,3} si ha: (1,1,0)=(1,0,0)+(0,1,0) € V(S) + V(T) ma (1,1,0)

¢ V(SUT)+V(SNT) = V(N). Quindi G non ¢ cardinalmente convesso. La ordinale
convessita di G’ ¢ immediata.

Esempio 3.2 Viceversa il seguente gioco G = (N, V) & cardinalmente convesso, ma
non ordinalmente convesso:

N = {1,2,3,4}
V(S) = {0} —IR] VS#N,{23,4},{1,2,3},{2,3}
v({2,3) = {41} - REY
V{1,2,3}) = {(22,2),(0,4,1)} — RV
V({2,3,4}) = {(3,3,3),(4,1,0)} - R
V(N) = conv({(2,2,2,2),(2,1,4,3),(0,4,1,0),(0,3,3,3)}) — IRY .

_ ~ (Ui)icp 23y = (2,2,2) € V({1,2,3})
Per u = (2,2,2,3) abbiamo { ()icpss — (2.2.3) € V({2.3.4])

Ma (ui)i€{1,2,3}u{2,3,4} =u= (2> 2,2, 3) ¢ V(N)
(ui)ie{1,2,3}ﬂ{2,3,4} = (ui)ie{2,3} = (2> 2) ¢ V({2> 3})

Quindi GG non e ordinalmente convesso. La cardinale convessita di G' ¢ immediata.

Consideriamo ora la classe T'C dei giochi NTU G = (N, V) con la proprieta che
V({i}) = (—00,0] C IRY e V(S) N IR ¢ limitato e non vuoto.

Teorema 3.1 I giochi NTU cardinalmente convessi, oppure ordinalmente convesst,
di T¢ hanno nucleo non vuoto.
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Esempio 3.3 Apportiamo una modifica minima all’esempio 3.2, eliminando sem-
plicemente conv dalla definizione di V' (N). Otteniamo cosi un gioco G = (N, V') non
cardinalmente convesso, in quanto V(NN) non & convesso. G non ¢ cardinalmente
bilanciato. Infatti:

B = {{1},{4},{1,2,3},{2,3,4}} ¢ bilanciato. I pesi sono tutti 3.

0eV({1}),0€V({4}),(2,2,2,0) € V({1,2,3}),(0,3,3,3) € V({2,3,4})

£ (0,0,0,0) + 3 (0,0,0,0) + 1 (2,2,2,0) + £ (0,3,3,3) = (1, 2.5, 2.5, 1.5) ¢ V(N).

Quindi la convessita di V() ¢ di fondamentale importanza. Possiamo ancora
studiare il legame con la convessita dei giochi TU. Vilkov ha dimostrato che questa
eequivalente alla ordinale convessitaper i giochi NTU.

Terminiamo questo paragrafo osservando che ¢’¢ un’unica soluzione vNM per un
gioco NTU ordinalmente convesso ed essa coincide col nucleo. In generale il nucleo
e contenuto in ogni soluzione vNM.

4 Valori

Nel 1950 Nash formulo una soluzione per un gioco di contrattazione a 2 persone, che
puo essere visto come un gioco NTU a 2 persone. Il suo metodo fu di stabilire una
lista di assiomi e provare che esiste un unico concetto di soluzione che li soddisfa. Nel
1959 Harsanyi propose un concetto di soluzione per giochi NTU che fu assiomatizzato
24 anni dopo da Hart. Cercando una soluzione piu adatta per le applicazioni alla
teoria economica, Shapley sviluppo nel 1969 il cosiddetto A-transfer value, che fu
assiomatizzato da Aumann nel 1983. Altri concetti di soluzione furono sviluppati
da Owen e Lemaire (1970, 1973).

4.1 11 M-transfer value

Consideriamo nuovamente un gioco NTU G = (N, V') per cui V(.5) ¢ un sottoinsieme
di IR® non vuoto, comprensivo e superiormente limitato, cioe:

— V(S) C IReV(S) # 0
- V(S)=V(S) - IR}
— AMcR:V(S)C{zecR®:2;, <M VicS} VSCN (1)

Secondo Shapley una soluzione & € IRY di un gioco NTU G = (N, V) deve soddisfare
le seguenti condizioni:

S.1 fattibilita: (2 € V(N))

S.2 Pareto ottimalita: (Az € V(N): a2 # &,2; > &; Vi € N).
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S.3 & deve essere una divisione “equa” (in un modo da definire) tra i giocatori in
N.

Per spiegare queste tre condizioni, Shapley stabilisce un confronto tra le utilita
dei vari giocatori usando dei fattori di scala o pesi(\;);en che possono essere visti
come tassi di scambio tra 1'utilita di ciascuno e un bene comune trasferibile come il
denaro. Un gioco NTU G = (NN, V) puo allora essere trasformato in un gioco TU
Gy = (N,uy):

vx(S) = sup {Z Nz o (x) € V(S)} VSCN (2)
=
Non si perde nessuna informazione se ci limitiamo a considerare vettori di pesi
tutti non negativi la cui somma e uguale a 1, cioe:

)\ € A: {()\Z)ZEN . Z)\Z = 1, )\Z Z O,VZ c N}
iEN
Nel caso T'U ci sono molti concetti di soluzione. Possiamo considerarne uno qualsiasi,
diciamo @ (per esempio il valore Shapley). Allora, per un gioco TU G = (N, v)
consideriamo ®(N,v) come una divisione equa. Inoltre, per un gioco NTU G’ =
(N, V) possiamo dire che una allocazione di utilita & ¢ una divisione equa se esistono
dei pesi A; tali che (A\;z;) € la divisione equa del gioco TU (N, v,), cioe ®(N,vy) =
(i)
Fissati certi pesi ()\;), una allocazione & € V(N) ¢ efficiente se:

ieN ieN
Cioe  massimizza il social welfare (benessere sociale).
Supponiamo ora che V(N) sia convesso. Allora possiamo assumere che per ogni
& appartenente alla frontiera di Pareto di V(IV) esistano dei pesi (\;) tali che (3) ¢
soddisfatta. A = (\;) ¢ il vettore normale di un iperpiano tangente a V' (N) in .
Un vettore & € IRY & chiamato A-transfer value se esistono dei pesi ()\;) tali che
valga (3) e che (A\;z;) € una divisione equa per il gioco G\ = (N, v,) (vedi (2)).

Teorema 4.1 (Shapley 1969): Sia ® una funzione soluzione continua per la classe
dei giochi TU. Sia inoltre G = (N, V) un gioco NTU per cui V(N) é convesso e
compattamente generato (cioé esiste un sottoinsieme compatto K di IRN tale che

V(N) = K - IRY ). Sia inoltre:
Z q)Z(N, UA) = UA(N) (4)

1EN

Allora G ha almeno un \-transfer value.
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V(N

Figure 8:

La condizione (5) sembra piuttosto tecnica, ma se, per esempio ®(NV,v,) ha la
proprieta di razionalita individuale cioe ®;(N,vy) > va({i}) Vi € N, allora (5) ¢
soddisfatta.

Si noti che richiedere che V(N) sia compattamente generato ¢ piu forte che
richiedere che sia limitatamente generato (boundedly generated); nella figura 8
V(N) ¢ limitatamente generato ma non compattamente generato. Uno dei concetti di
soluzione piu usati per i giochi TU e il valore Shapley, ma esso non ¢ individualmente
razionale per tutti i giochi TU. Questo problema puo essere risolto aggiungendo
un’ulteriore condizione su G = (N, V), per esempio la proprieta di superadditivita:

V(S)+V(T)CV(SUT) VS TCNeSNT=0

Allora G = (N, v,) & superadditivo ed & ben noto che il valore Shapley & indivi-
dualmente razionale per questi giochi.
Un’altra condizione generale su G ¢ la proprieta di 0-monotonia:

V(S)+V{i}) CV(SuU{i}) VSCN\{i} eieN

Se G = (N, V) soddisfa tale proprieta, il valore Shapley dei giochi TU G=(N,v,)
con A € A soddisfa la proprieta di razionalita individuale.

Per ragioni di generalita il teorema di Shapley e stato enunciato nella forma di
cui sopra.

Esempio 4.1 Supponiamo per il momento che & sia il valore Shapley. Questo ¢ un
esempio di un gioco NTU che ha piu di un A-transfer value (v. fig.9):

N = {1,2,3}

13



V({i})
viLey = { L <t
V({1,3}) = {ze Rz <0,25< 1}
) = A j

)

V({2,3} <
— conv ({ G é o) (0,0, 1)}) — R,

V(N
Ci sono due A-transfer value (3. 4,1) e (3,3,0). I pesi corrispondenti a questi valori
sono i valori stessi i

Figure 9:

Esempio 4.2 Questo ¢ un esempio di un gioco NTU che non ha alcun A-transfer
value:

N = {1,2,3)
V{i}) = (—0,0] C R™
v{L2}) = {zeR™ 2, <02, <0}
V({1,3}) = {x € R 2, <0,25 < o}
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V({2,3}) = {[L’ € ]R{273} T Ty + X3 S 1}
V(N) = {xGRN:2x1+x2+x3 < 10}

Naturalmente questo gioco non soddisfa le ipotesi del Teorema di Shapley.

4.2 Un’assiomatizzazione del \-transfer value

Chiamiamo I' = T'V la classe di tutti i giochi NTU aventi lo stesso insieme dei
giocatori N. Definiamo una multifunzione soluzione ® : I' —— IRN(cio¢ una fun-
zione da I' all'insieme dei sottoinsiemi di IRY, compreso I'insieme vuoto). Inoltre,
definiamo T'y C T la classe dei giochi NTU G = (N, V) per cui (V) # 0. Si dice
corrispondenza di Shapley la multifunzione £ cosi definita:

Sia G = (N, V) € I' allora: x € L(G) < 3 A € A con le seguenti due proprieta:

— (M) e il valore Shapley del gioco TU Gy = (N, vy) (6)
ieN €N

La corrispondenza di Shapley e una naturale estensione della funzione soluzione
di Shapley per la classe dei giochi TU.

Lemma 4.1 Sia G = (N,V) € T un gioco NTU corrispondente al gioco TU
G’=(N,v), cioé

V(S)= {x eER D ;< U(S)} VSCN
i€S
allora L(G) contiene un solo elemento, che é il valore Shapley di G".

La funzione soluzione di Shapley ¢ stata caratterizzata da una lista di assiomi, che
in qualche modo si puo estendere anche alla corrispondenza di Shapley. Infatti sia ®
una multifunzione soluzione e (N, V'), (N, W), (N,U) elementi di I'g; consideriamo
i seguenti assiomi:

G.1 Efficienza: ®(V) C Par(V(N)) (frontiera di Pareto di V(V))
G.2 Additivita condizionata: V=W +U = ®(V) 2 (P(W)+P(U)) N Par(V(N))

G.3 Unanimita: Sia Ur un gioco NTU che corrisponde al gioco TU di unanimita
up, dove up(S) = 1se S 2O T,ur(S) = 0 altrimenti. Allora ®(Ur) = {\T1|1T}
con) AT C N
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G.4 Covarianza di scala: Se \ € ]Rf+ e AV e il gioco NTU definito da:

AV(S) = {(\ixy) : (1) € V(S)} VSCN
allora OAV) = AO(V) ={(\izy) : (z;) € 2(V)}

G.5 Indipendenza dalle alternative irrilevanti: Se V(N) C W(N) e V(S) = W(S)
per ogni S C N allora ®(V) D ®(W)N Par(V(N)).

Lemma 4.2 Sia ® una multifunzione soluzione con la proprieta che ®(V) # 0 per
ogni gioco NTU (N,V) che corrisponde ad un gioco TU (N,v). Supponiamo che ®
soddisfi gli assiomi da G.1 a G.4 . Allora (V) = L(N,v) (valore Shapley di (N,v)).

Definizione 4.1 Un gioco NTU G = (N, V) dicesi non livellato seV & € Par(V(N))
ANe ]Rf, con almeno un coefficiente nullo, tale che

S A — max {Z Nan : (31) € V(N)}

1EN 1EN

Lemma 4.3 Sia ® una multifunzione soluzione tale che Ty C I'g. Se G = (N,V)
¢ non livellato e © soddisfa gli assiomi da G.1 a G.5, allora L(V) C &(V)

Il lemma 4.3 stabilisce che, se ci restringiamo alla classe dei giochi NTU non
livellati in I'y, allora la corrispondenza di Shapley e “minore o uguale” di ogni
multifunzione soluzione ® che soddisfa I'y C I'g e gli assiomi da G.1 a G.5.

Invece il seguente Lemma stabilisce che la corrispondenza di Shapley, ristretta ad
un’altra classe di giochi NTU e “maggiore o uguale” di ogni multifunzione soluzione
che soddisfa gli assiomi da G.1 a G.4.

Definizione 4.2 Un gioco NTU G = (N,V) dicesi liscio se ¥V & € Par(V(N))

esiste un unico A € IRY, (a meno di un fattore moltiplicativo) tale che:

ieN i€N
il gioco TU (N,vy) é ben definito (9)

e inoltre:

Lemma 4.4 Sia ® una multifunzione soluzione che soddisfa gli assiomi da G.1 a
G.4 e con la proprieta che ®(V') # 0 per ogni gioco NTU G = (N, V') corrispondente
ad un gioco TU. Allora ®(V') C L(V) se (N, V) é liscio.

16



Per il lemma precedente non occorre I'unicita dei A (a meno di un fattore molti-
plicativo), ma, per dimostrare che la corrispondenza di Shapley soddisfa gli assiomi
€ necessaria questa proprieta.

Esempio 4.3 Siano G = (N,U),G" = (N, W) giochi NTU definiti da(vedi Fig.10):
N = {1,2}
U{i) =W{i}) = (-o0,0lc R i=1,2
U({1,2}) = {xe RM ) +x, <0}
w2y = lee R o 42 < 6.2+ 22, <81,

A\ 4

Figure 10:

Noi abbiamo £L(U) = {0} con vettore comparazione di (3,3) e L(W) = {(4,2)}
con A\ = (%, %) Supponiamo ora che si possa applicare ’assioma G.2 a questi giochi.
Allora L(U + W) 2 (L(U) + L(W)) N Par((U + W)(N)). U + W corrisponde al
gioco TU G = (N,v) con v({1}) = v({2}) =0 e v({1,2}) = 6. Percio, LU+ W) =
{(3,3)}, L(U)+ L(W) ={(4,2)} C Par((U+ W)(N)), ma allora (3,3) = (4,2) e cio

¢ impossibile. Il problema & che il vettore di comparazione (3, s) per il A-transfer
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value 0 di U soddisfa i requisiti (8) e (9) per il gioco NTU W e & = (4,2) e percio
I'assioma G.2 stabilisce che (0,0) + (4,2) ¢ Pareto ottimale per il gioco U + W. Ora
se (3,3) fosse un vettore di comparazione di (4,2) in W, il che non &, allora (0,0) +
(4,2) sarebbe un A-transfer value di U + W con lo stesso vettore di comparazione.
Possiamo evitare questo problema introducendo l'ipotesi di “liscezza”.

Lemma 4.5 Sia I'* la classe dei giochi NTU lisci con insieme dei giocatori N. La
corrispondenza di Shapley, ristretta o I'*, soddisfa gli assiomi da G.1 a G.5.

Dai lemmi precedenti segue facilmente il teorema principale:

Teorema 4.2 La corrispondenza di Shapley e ['unica multifunzione soluzione su
NI, che soddisfa gli assiomi da G.1 a G.5

La corrispondenza di Shapley non e solo un’estensione della funzione soluzione di
Shapley per i giochi TU, ma generalizza anche la soluzione di Nash per il problema
di contrattazione a 2 giocatori.

Per il teorema 4.1, il gioco NTU dell’esempio 1.3 ha un A-transfer value, diciamo
&, con vettore di comparazione A € IR
Il gioco TU (N,v,) & definito da:

uA({i}) = didi, vA(N) = A1 + Aoy

Il valore Shapley di questo gioco e

(é()\ldl B+ e — Agdg) , G(Agdg + MB1 + Aoy — A1d1)>
che equivale a (A2, Aod).
Cosi abbiamo 'uguaglianza A; (21 - d1) = Ao(Z2 - da).
Poniamo:

A= ((22 — da), (21 — dv)) (10)

e dimostriamo che 7 ¢ la soluzione di Nash. Sia x € F. Allora abbiamo:
)\1@'1 + )\2.’%2 Z )\1.%1 + )\2.%2. (11)

Dimostriamo che (21 - dy) (T2 - d) > (21 - dy) (22 - da).

Se &1 > x1 e &9 > x5 va bene (¢ facile provare che &1 > dy e T3 > dg) e T1 < 11
e Ty < To NON Puo essere.

Allora assumiamo che: (1 - z1) (Z2 - 22) < 0, che equivale a:
(@1 - d1) (f2 - d2) - (fl - d1) (IQ - d2) - (@2 - d2) ($1 - d1) + (I1 - d1) ($2 - d2) <0

18



cloe:

([i’l — dl)(.ffg — dg) + (1'1 — dl)([L’Q — dg) dl) + )\2(1’2 dg) (per la (10))
dy) + )\g(arg dy) (per la (11))

dy)(&2 — d) (per la (10))

IAINA

A2
M
= 203 —

Ma allora ([Bl - dl) (.CEQ - dg) S ([i’l - dl) (.%2 - dg)
Cioe Z ¢ la soluzione di Nash di (F,d).

4.3 Il concetto di soluzione di Harsanyi

Harsanyi sviluppo un concetto di soluzione per i giochi TU che ¢ basato sulla nozione
di dividendo. Definiamo, per un gioco TU G = (N, V') gli scalari 4,5 C N, con il
seguente metodo ricorsivo:

& = 0, e
1

& = 5 (09~ S Ile)

TCS

£ puo essere visto come il dividendo che ¢ pagato ai membri di S.
Sia ® la funzione soluzione nella classe dei giochi TU definita da

O(N,v);= Y & VieN

S:eSCN
Questa funzione soluzione e uguale al valore Shapley.

La nozione di dividendo e anche usata da Harsanyi per costruire un concetto di
soluzione per giochi NTU.

Una soluzione per un gioco NTU G = (N, V) ¢ considerata come una collezione
di allocazioni (zg)scn dove zg € V(S) per ogni S C N. Si puo vedere zg come un
risultato per la coalizione S che sara scelto se la coalizione si formera. Cosi dopo
aver scelto una tale soluzione z = (zg)scy ci sara da contrattare su quali coalizioni
formare. Allora il risultato zg puo essere visto come una minaccia della coalizione
S contro la sua complementare N\S.

Chiamiamo R” il prodotto IIgcyIR®; un elemento z = (xg)scy, dove zg € IR®
per ogni S C N, e chiamata una configurazione di utilita.

x € RY si dice una soluzione di Harsanyi del gioco G = (N,V), se esiste un
vettore di comparazione \ € ]Rf tale che:

> Nizy); = max {Z \ili 1 Yi € V(N)} (12)

iEN 1eN
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zg € Par(V(9)) vS C N (13)
esistono dei numeri reali &7, T C N, tali che:

ANilzg)i= Y. & VS C N, Vies (14)

T#@eTCS

Indichiamo con H(N, V') l'insieme di tutte le soluzioni di Harsanyi di (N, V); la
funzione H a valori negli insiems sulla classe dei giochi NTU e detta corrispondenza
di Harsanyr.

Per un dato vettore comparazione \ € ]Rf . 8l possono costruire i numeri {7, T C
N, col seguente metodo ricorsivo:

& = 0,e

s = max{t@ﬂ%:( 3 §T+t> ew(S)}.
€S

THeTCS
Indichiamo (/\i S riercs fT)iGS con xg per ogni S C N, allora z = (zg)scy €
una soluzione di Harsanyi se e solo se & soddisfatta la (12).

Su una sottoclasse della classe dei giochi NTU e possibile caratterizzare la cor-
rispondenza di Harsanyi con una lista di assiomi. Tale sottoclasse ¢ molto simile a
I del lemma 4.5:

Sia T 1a classe dei giochi NTU G = (N, V) con le seguenti proprieta:

1. V(S) & un sottoinsieme di IR® non vuoto, chiuso, convesso e comprensivo per
ogni S C N

2. I'insieme V(N) e liscio.

Ora consideriamo i seguenti assiomi, dove ¥ e una multifunzione soluzione su
% W(N,V) & un insieme di configurazioni di utilita, (N, V) e (N, W) sono giochi
NTU di I'? e 0 & il vettore nullo.

H.1 Efficienza: xg € Par(V(S)) per ogni S C N e (zg) € U(V)
H.2 Zero-inessenzialita: se (0);cs € ParV(S) per ogni S C N allora 0 € ¥(V)

H.3 Unanimita: Sia Ur. un gioco NTU che corrisponde al gioco TU cur, dove ¢
€ IR e up ¢ un gioco TU di unanimita con 7' C N. Allora ¥(Ur,.) = {z} con
zZg = |—;‘1T €IR% se S DT e zg =0 € IR altrimenti

H.4 Additivita condizionata: Se x € V(V ),y € V(W) e xg + ys € Par(V(S) +

W(S)) per ogni S C N alloraz+y € ¥(V +W)
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H.5 Covarianza di scala: per ogni \ € ]Ri@

T(AV) = AU(V)

H.6 Indipendenza dalle alternative irrilevants:

Se V.C W allora ¥ (V) D ¥(W)NV.

Teorema 4.8 (Hart) Esiste un’unica multifunzione soluzione su T che soddisfa gli
assiomi da H.1 a H.6: la corrispondenza di Harsanyz.

E possibile confrontare la corrispondenza di Harsanyi con la corrispondenza di
Shapley della sezione 4.2 ridefinendo quest’ultima come segue:

Una configurazione di utilita z & un A-transfer value di (N, V) se esiste un A €
IRN tale che:

1. Z/\i(ﬂﬁs)z‘ = max{z Nyic (yi) € V(S)} vS C N
€S €S
2. (N(zn)i)ien = L(N,v)) (vedi (2) per la definizione di vy).

Sia L£(V') I'insieme di tutti i A-transfer values per (N, V). Allora la corrispon-
denza di Shapley £ soddisfa tutti gli assiomi eccetto H.3 e H.2.
Un esempio per mostrare che £ non soddisfa H.2:

Esempio 4.4 Sia (v. fig.11)

N = {1,2,3}
V(S) = {zreR:2;,<0Vi €S}y VS+#{1,2}
V{1,2}) = {(z1,25) e RY ) 422, <0exy <2}

Questo gioco NTU ¢ zero - inessenziale (cioe (0);cg ¢ efficiente in V(S) VS C N)
e HV)=1{0}.

C’e un solo possibile vettore di comparazione A = (%, %, %) Il gioco TU w, e:

vA(S) = 0 per ogni S C N eccetto S = {1,2} : vy({1,2}) = 3L(N,v)) =
Er)

Cosi L= {{z: 21108 = (5,5 —3) 712 = (2,-1), Ties(ws)i =0V S # {1,3}, N}
oppure 0 € L(V).

Consideriamo il seguente assioma invece di H.3:
L.3 : Sia Ur, definito come in H.3.

Allora U(Ur,) = {z 1 an = 511 € Lies(ws) = Ure(S) ¥ S C N}

21



(0,0) 2

V(1.2})
-1

Figure 11:

Teorema 4.4 (Hart) Esiste un’unica multifunzione soluzione su T che soddisfa gli
assiomi H.1, H.2, L.3, H.4, H.5 e H.6: la corrispondenza di Shapley.

Finora H (V') poteva eventualmente essere vuoto. Per evitare cio si puo conside-
rare la classe 'y dei giochi NTU aventi almeno una soluzione di Harsanyi (analoga-
mente a cio che abbiamo fatto per la corrispondenza di Shapley).

Teorema 4.5 Esiste un’unica multifunzione soluzione su T'° N Ty che soddisfa gli
assiomi H.1, H.4, H5 e H.6 e l'assioma H’.3 che ¢ uguale a H.3 con la sola re-
strizione che ¢ = 1: ¢é la corrispondenza di Harsanyi.

4.4 Un classico esempio di Roth

Esempio 4.5 Consideriamo il seguente esempio di Roth (v. fig.12): G = (N, V,)
con0<p< %:

N = {1,2,3}
V,({i}) = (—o0,0] c R™
V,({1,2)) = {( ) € RO . 4, <;x2<;}
) e RS a0y <p,as <1-—p}

V,({2,3}) = {(x ,xg)EIR{ZS} Ty < p,x3 <1—p}

)

)
V({13 = {(z1,23

)
V,(N) conv ( (— - O) (p,0,1— ),(O,p,l—p)}) —]Rf.
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(0.p.1-p) (0.0.1-p)

1 1
/ {3.7.0} \
{23 {1}
Figure 12:
Se p < % allora (%, %, 0) e il solo risultato di questo gioco che non & in conflitto

con l'ipotesi che i giocatori siano razionali (massimizzino la loro utilita). E facile

vedere che {(3,3,0)} ¢ il nucleo ed & anche I'unica soluzione di von Neumann -
Morgenstern per questo gioco NTU (se p = % abbiamo un gioco simmetrico).

I M-transfer value e le soluzioni di Harsanyi di questo gioco assegnano quan-
tita positive al giocatore 3. Ad esempio, sia A € ]Rf il vettore di compara-
zione (3,3,3). (N,vy) & il gioco TU vy({i}) = 0,i € N,v\({1,2}) = va({N}) =
5, u({1,3}) = n({2,3}) = 5. Allora L(N,v)) = (5,5.5) = (M3, A3, A33). Se
ne deduce che (%, %, %) ¢ un AM-transfer value con vettore di comparazione (%, %, %)
Con vettore di comparazione A = (1,1,1) noi calcoliamo i numeri £, S C N. Ot-
teniamo & =0 =&y, @ € N ; £uay = 3, Esy = Erasy = p, v = —3p. Quindi
zy =06 R wp0y = (5, 3), 2013y = (0.0), 223y = (0,0), o = (5 — 30, 5 — 50, 2p).
Questa configurazione di utilita e una soluzione di Harsanyi.
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