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Ci riferiamo a quanto detto (anche come notazioni) nel capitolo 8 del libro,

nelle pagine precedenti la pagina 201.
Ricordiamo che @ : SG(N) — R ¢ dato dalla formula:

1
D, (v) = (ﬁ) me(v) per ogni i € N.

Che esso soddisfi i quattro assiomi 8.1 - 8.4 ¢ agevole da verificare. L’a-
nonimita e conseguenza del fatto che la formula tratta in modo simmetri-
co i giocatori. L’efficienza deriva dal fatto che, per ogni permutazione o,
>, mi(v) = v(N). Per I'assioma 8.3, basta notare che, se ¢ ¢ un dummy
player, allora m¢(v) = v({i}), per definizione di dummy player. Infine, per
come sono definiti, ¢ ovvio che m?(v + w) = m?(v) + mf(w) e da qui segue
ladditivita.

Per provare il viceversa, cominciamo con l'osservare che gli assiomi 8.1
- 8.3 determinano univocamente il valore Shapley sulla classe dei giochi di
unanimita. Un gioco di unanimita & cosi definito (per ) = T C N):

1 se TCS
UT(S)Z{ ~

0 altrimenti

La condizione di simmetria (conseguenza dell’assioma di anonimita 8.1) im-
plica che ®;(ur) puo assumere solo due valori: uno (diciamo «) peri € T e
uno (3) peri ¢ T

La condizione 8.3 (dummy player property) implica che 5 = 0. Infine, la
8.2 (efficienza) ci dice che, per i € T, ®;(ur) = 1/t, dove t ¢ il numero di
elementi di 7.

Quanto detto si generalizza immediatamente ai giochi del tipo u?}., definiti

cosl:
A se TCS
-]

0 altrimenti
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Per questi giochi si ha, peri € T, ®;(u}) = \/t, dove t & il numero di elementi
di T (e ®;(up) =0perigT).
Ora, si puo dimostrare che I'insieme dei giochi di unanimita (unanimity
games), al variare di 7', fornisce una base per lo spazio vettoriale G(N).
Allora, dato un gioco v € G(N), esso puo essere scritto, in modo univoco,
come combinazione lineare degli uy. Cioe:

v = Z )\TUT (1)

Da qui ¢ immediato ricavare che ® ¢ univocamente determinata su G(N).
Visto che a noi interessa ® su SG(N), dobbiamo effettuare una piccola
manipolazione.

Riscriviamo la precedente relazione cosi:

v — Z )\TUT: Z )\TUT (2)

Dove “Pos” indica le coalizioni per le quali il coefficiente Ay in € maggiore
o uguale a zero (e quindi “Neg” indica quelle coi coefficienti minori di zero).

Il gioco a destra in sta in SG(N), in quanto somma di giochi Apur
che sono superadditivi (perché i coefficienti Az sono positivi), e quindi anche
quello a sinistra. Allora possiamo applicare ® ad entrambi i membri:

TeNeg TeNeg TeNeg
e:
(Y Arur) = Y ®(Arur) (5)
TecPos TcPos
Quindi:
)+ > O(=Apur) = Y (Arur) (6)
TcNeg TePos
e pertanto:

TePos TeNeg

Quindi ® & univocamente determinato su ogni v € SG(N).



