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altro che una v come sopra descritta. 
Se qualcuno ritiene che si tratti di una
semplificazione grossolana, è difficile
dargli torto. Ma, a favore di questo ap-
proccio, sta il fatto che comunque si
riescono a dire già molte cose interes-
santi (e ci si scontra con parecchi pro-
blemi).
Una sotto-classe importante di giochi
cooperativi è data dai giochi superad-
ditivi, ovvero quelli per cui si ha
v(S)+v(T)≥v(S»T)per ogni S, T con
S«T = ∆. Se abbiamo un gioco supe-
radditivo, sembra ragionevole aspet-
tarsi che tutti i giocatori collaborino
per ottenere il miglior risultato possi-
bile, che è v(N). Naturalmente, per i
giocatori si pone anche il problema di
spartirsi il “bottino”. Bene, sarà proprio
di questo che ci occuperemo.
Per cominciare, chiameremo alloca-
zione una qualsiasi spartizione di v(N).
Quindi, se supponiamo per semplicità
che sia N={1, …, n}, una imputazione
non è altro che un elemento di Rn. Qua-
li condizioni, quali restrizioni è ragio-
nevole porre su una allocazione affin-
ché possa essere accettabile come so-
luzione? Una prima restrizione, che
corrisponde a quanto detto prima, è
che sia . Il segno di ugua-
glianza può essere visto come il verifi-
carsi contemporaneamente di una con-
dizione di fattibilità (£) e di una condi-
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È giunta l’ora di occuparci di giochi
cooperativi. Finora questa rubrica è
stata popolata di giochi non cooperati-
vi, ma anche quelli cooperativi merita-
no spazio.
Cosa vuol dire gioco cooperativo? Esat-
tamente come nei casi visti nei nume-
ri precedenti, indica una situazione in
cui sono presenti un certo numero di
decisori in una situazione di interazio-
ne strategica. La differenza è che, pri-
ma, non ammettevamo la possibilità
per i giocatori di sottoscrivere accordi
vincolanti. Adesso sì. Non è una diffe-
renza da poco: il dilemma del prigio-
niero, i suoi problemi e le diatribe che
suscita scompaiono quasi del tutto se si
dà ai giocatori la possibilità di sotto-
scrivere un accordo vincolante.
Come si modellizza una situazione in
cui c’è questa possibilità? Una strada
sarebbe quella di dire: non è successo
niente. Ovvero, semplicemente e pura-
mente dire che questa possibilità rien-
tra tra le alternative che i giocatori han-
no a disposizione e che va trattata nel-
lo stesso modo in cui si tratta il caso non
cooperativo. Si tratterebbe allora di de-
scrivere il processo dinamico, la con-
trattazione e le discussioni che porta-
no i giocatori a sottoscrivere un accor-
do vincolante. Come dovrebbe essere
evidente, non è per nulla facile fare tut-
to ciò. La ragione fondamentale sta nel-

la “non strutturazione” della interazio-
ne sopra descritta.
Altra strada possibile? Un approccio
tipo “black box”: non ci si interessa ve-
dere cosa succede “dentro” ma sem-
plicemente ci si domanda cosa ne pos-
sa venir fuori, dati (in input) i parametri
rilevanti della situazione.
Da questo punto di vista, il modello
formale che si usa è quello di un gioco
cooperativo in forma caratteristica.
Supponiamo che gli output possibili
siano soldi (bisognerebbe richiedere
che si parlasse di funzioni di utilità, ma
accontentiamoci di assumere che le
preferenze dei giocatori siano perfet-
tamente descritte dai soldi che riesco-
no a racimolare). Dato un insieme N di
giocatori, per ogni coalizione S di gio-
catori, ovvero per ogni SÕN, indiche-
remo con v(S) il guadagno complessi-
vo che questa coalizione è in grado di
ottenere, basandosi solo sulle sue pro-
prie forze e, naturalmente, stipulando
eventualmente accordi vincolanti tra i
suoi membri. Così facendo, otteniamo
una funzione v:P(N) Æ R (imporremo,
per convenzione, che v(∆) = 0). Ebbe-
ne, questa v è tutto quanto useremo per
descrivere e analizzare la situazione
di interazione strategica fra i giocato-
ri. Un gioco cooperativo, cosiddetto a
utilità trasferibile (non analizzo qui il
perché di questa terminologia), non è
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sto fatto potrebbe indurci a sospettare
che teoremi di separazione o metodi di
dualità in programmazione lineare pos-
sano avere una qualche utilità nella
descrizione del nucleo. Così è, infatti. O.
N. Bondareva, nel 1963, ha provato
una caratterizzazione dei giochi che
hanno nucleo non vuoto, usando la
condizione di bilanciamento, ritrascri-
vendo convenientemente il problema di
sapere se il nucleo è non vuoto come
problema di programmazione lineare
ed analizzando il suo duale.
Tornando alla questione della poten-
zialità predittiva del nucleo, possiamo
osservare che vi è una classe partico-
lare di giochi (noti in letteratura come
gioco dei guanti) i quali hanno l’inte-
ressante proprietà che il nucleo risul-
ta essere un singleton!
Consideriamo tre giocatori, ognuno dei
quali possiede un guanto. Per la preci-
sione, due (diciamo i giocatori 1 e 2)
possiedono un guanto destro e uno (il
giocatore 3) ha un guanto sinistro. Se
assumiamo che solo un paio di guanti
abbia valore (che fissiamo, convenzio-
nalmente, pari a 1), possiamo descri-
vere questa situazione come un gioco
cooperativo a pagamenti laterali. Per
ogni coalizione S, sarà v(S)=0 tranne
che per {1,3}, {2,3} e {1,2,3} per le qua-
li vale 1.
È facile verificare che (0,0,1) è una al-
locazione che sta nel nucleo. In realtà,
è l’unica. Per convincersene, si consi-
deri una allocazione (x1, x2, x3). Se fos-
se x1>0, avremmo x2+x3<1=v({2,3})
e quindi (x1, x2, x3) non sta nel nucleo.
Abbiamo allora un caso in cui il nucleo
ci dà effettivamente una predizione
molto chiara e netta. È plausibile? Sì.
L’idea è che 3 possa sfruttare la situa-
zione di competizione che si crea fra 1
e 2 per lasciar loro solo le briciole (il che
corrisponde ad uno zero tondo nel no-
stro modello). Quindi, sembra di ave-
re una predizione accurata e significa-
tiva. Lascia forse un po’ meno soddi-
sfatti il fatto che, in un gioco analogo,

Comunque, accantoniamo momenta-
neamente queste perplessità e ribadia-
mo che le condizioni sopra indicate de-
finiscono per l’appunto uno dei princi-
pali concetti di soluzione per i giochi
cooperativi: il nucleo. Questo termine
identifica l’insieme di tutti gli elementi
x di Rn che soddisfano le condizioni:

(la seconda, s’intende valga per ogni
coalizione S). Verrebbe da chiedersi co-
me mai questa idea di soluzione abbia
ottenuto così tanta attenzione. Ha, sen-
za dubbio, parecchi “punti” a suo favo-
re:
· è una definizione semplice e molto

naturale;
· ha importanti interpretazioni in clas-

si rilevanti di giochi: in particolare, nei
market games;

· risulta un concetto non nuovo: può
essere visto come la riproposizione
della curva dei contratti di Edgeworth
(1881), come ha fatto notare Shubik
nel 1959, sei anni dopo la introdu-
zione della definizione di nucleo, che
è dovuta a Gillies.

Il nucleo, come concetto di soluzione,
ha però alcuni difetti. Uno – evidente –
è che  ha un valore predittivo limitato,
individuando non una soluzione bensì
una classe di soluzioni. 
L’altro – ancora più rilevante – è che
può essere vuoto, il che certo dal pun-
to di vista predittivo non è molto entu-
siasmante. L’esempio più noto, e più
semplice, in cui questo fatto accade, è
fornito dal “gioco di maggioranza”:
N={1,2,3} , con v({i}) = 0, v({i,j}) =
v({1,2,3}) =1. È un facile esercizio pro-
vare che non è possibile soddisfare
contemporaneamente tutte le condi-
zioni che individuano il nucleo.
Osserviamo che il nucleo di un gioco è
un insieme convesso di Rn, anzi è un
poliedro (anzi, un politopo, essendo li-
mitato), in quanto individuato da una
famiglia di disuguaglianze lineari. Que-
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che soddisfano questa condizione sono
dette pre-imputazioni. A questa condi-
zione ne possiamo aggiungere un’al-
tra, detta di razionalità individuale:
xi≥v(i) per ogni giocatore i. Otteniamo
così le imputazioni. Ora, le imputazio-
ni sono tradizionalmente il grande ser-
batoio da cui provengono molte delle
più note (e significative) “soluzioni” di
un gioco cooperativo.
Tra queste, una delle più importanti è il
nucleo, che si ottiene molto facilmente
facendo un passo in più sulla strada ap-
pena intrapresa, quando abbiamo posto
le condizioni di razionalità individuale.
Tenendo conto che abbiamo anche ri-
chiesto la condizione di efficienza per
una allocazione e che questa può esse-
re vista come condizione di razionalità
collettiva, perché non considerare an-
che condizioni di razionalità “interme-
die”? Senza farla troppo lunga, l’idea è
di selezionare quelle imputazioni che
soddisfano anche, per ogni S, la condi-
zione: . C’è un “piccolo” pro-
blema, rispetto alla condizione di ra-
zionalità individuale, che non possiamo
ignorare. È ovvio che, se una coalizione
è in grado di ottenere , è suf-
ficiente che suddivida in parti uguali tra
i suoi membri il surplus , ag-
giungendolo a xi, per far sì che ognuno
ottenga strettamente di più di quanto
proposto dalla allocazione x=(xi)iŒN. Da
qui, la deduzione che l’allocazione x non
sia una soluzione accettabile o che quan-
to meno sia estremamente instabile. Oc-
corre però osservare come la suddivi-
sione sopra indicata sia largamente ipo-
tetica, come “obiezione”: non è affatto
scontato che i membri della coalizione
la trovino unanimemente soddisfacen-
te; stiamo anche trascurando il fatto che
ad essa possa essere contrapposta una
ulteriore “contro-obiezione” da un’al-
tra coalizione. Insomma, le condizioni di
“razionalità intermedia” sono un po’
meno solide di quelle di razionalità in-
dividuale.
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stro e 1001 quello destro, ancora il nu-
cleo contenga una sola allocazione, che
dà 1 a ciascuno dei giocatori “di sini-
stra” e 0 agli altri. Ecco, in questo ca-
so la nostra intuizione rispetto alla for-
za della concorrenza non è così vicina
al risultato ottenuto. Non è però sor-
prendente questa divaricazione fra mo-
dello ed intuizione: dopo tutto, gli aspet-
ti trascurati dal modello sono tanti e, in
un contesto in cui i giocatori sono 2001,
gli effetti dell’approssimazione si fan-
no sentire.
Chiudo con qualche ulteriore esempio,
sempre di gioco dei guanti. Comincia-
mo con il chiederci che cosa succeda
quando ci siano due giocatori di sini-
stra e due di destra. Data la simmetria
della situazione, ci aspettiamo che an-
che la soluzione (nel nostro caso, il nu-
cleo) sia simmetrica. Sì, ma simmetri-
ca come? La risposta è che gli elementi
del nucleo sono tutte e sole le alloca-
zioni del tipo (l, l, 1–l, 1–l) al varia-
re di l in [0,1]. Quindi, abbiamo una
simmetria ma tra i giocatori che han-
no lo stesso tipo di guanto, non (ne-
cessariamente) fra chi ha guanto destro
o sinistro. È possibile, in altre parole,
avere una allocazione che discrimina
tra questi due tipi di possessori del be-
ne guanto mentre non è possibile di-
scriminare tra possessori dello stesso
tipo di guanto. Un risultato non scon-
tato, direi.
Come da tradizione, vediamo di instil-
lare qualche dubbio finale. Immagi-
niamo di avere tre possessori di guan-
to destro e due di guanto sinistro. Co-
me prevedibile, l’unica allocazione del
nucleo assegna 1 a ciascuno dei pro-
prietari del guanto sinistro. E gli altri
non possono fare niente? Sì, che pos-
sono. Tanto per fare un esempio, pos-
sono mettersi d’accordo: due di loro
buttano via il guanto che hanno! In
questo modo sono i guanti di destra ad
essere il bene scarso: con il risultato che
1 va al possessore rimasto del guanto

destro (e potrebbe essere spartito fra i
tre possessori originari; non pensiamo
che i due che hanno buttato via il guan-
to lo abbiano fatto senza ricevere ade-
guate assicurazioni). Non vi ricorda le
arance che venivano distrutte passan-
doci sopra con i trattori? Insomma,
non sembra essere una idea poi tanto
nuova, quella di buttare via un po’ di
guanti...
C’è un altro modo di approcciare il pro-
blema: i tre tizi potrebbero stringere un
patto di ferro tra loro. Così, in pratica,
il gioco si ridurrebbe a soli tre giocato-
ri (i due col guanto di sinistra e questa
“società” fatta dai tre che hanno il guan-
to di destra). Senza fare troppi conti, ci
si dovrebbe convincere agevolmente
che la situazione è cambiata significa-
tivamente, a favore dei tre “soci”.
Morale? Abbiamo cercato di ridurre al
minimo i dettagli. Come si vede, però,
c’è il rischio che – cacciati dalla porta
– rientrino dalla finestra. Imponendo,
quanto meno, una riflessione molto più
approfondita su quali siano le ipotesi
implicite che stanno dietro all’idea di
nucleo come soluzione per un gioco
cooperativo. �

sempre più ampie possibilità compu-
tazionali, sono state introdotte nuove
idee che si fondano sullo studio di strut-
ture la cui complessità è data dalla in-
terazione di grandi numeri di proces-
si ciascuno dei quali elementare.
La semplicità di fondo che sembra es-
sere trasversale a questi diversi (e ap-
parentemente molto lontani) ambiti
trova esempi nella teoria geometrica
dei frattali, negli algoritmi genetici e
nelle reti neurali artificiali. Questi ar-
gomenti, nonostante siano stati intro-
dotti recentemente, sono abbastanza
noti anche ai non addetti ai lavori so-
prattutto per l’apparente mancanza di
prerequisiti necessari a descrivere i ri-
sultati di cui trattano. A tal proposito,
è interessante leggere l’articolo che Ste-
ven Krantz scrisse nel 1989 [Kra89], in
cui l’autore cita i frattali come raro
esempio di argomento che un mate-
matico può proporre per illustrare la
materia di cui si occupa, con qualche
speranza di essere ascoltato anche dai
non esperti. In realtà, la Matematica
sottesa è tutt’altro che banale e risulta
di grande interesse. È anche suscetti-
bile di numerose applicazioni e la let-
teratura recente si arricchisce sempre
più di problemi trattati con tecniche
ad essa riconducibili.
L’avvio degli studi sulle reti neurali vie-
ne fatto usualmente risalire all’artico-
lo di McCulloch e Pitts [MP43] del 1943.
Seguirono, tra il 1949 ed il 1969, con-
tributi usciti con una certa regolarità nel
tempo e dovuti a Hebb [Heb49], Ro-
senblatt [Ros58], Widrow e Hoff
[WH60] e Minsky [Min61]. Dal 1969 al
1982, si registrò una certa assenza di
risultati rilevanti mentre, dal 1982 in
poi, assistiamo ad un risveglio dell’in-
teresse per l’argomento che ha con-
dotto ad importanti contributi: Hop-
field [Hop82], Minsky e Papert [MP88,
Min91] , Chua e Yang [YC91], Kohonen
[Koh95], Rumelhart e Widrow
[RWL94]. Attualmente, l’interesse per
le reti neurali è molto alto e testimo-

I� Introduzione

Da sempre la natura, nelle sue varie
espressioni, è stata motivo di ispira-
zione per la Matematica offrendo for-
me da rappresentare, fenomeni da mo-
dellizzare e metodi da imitare. Spesso,
tuttavia, la complessità o la numerosità
degli elementi in gioco ha costretto i
matematici a considerare ipotesi sem-
plificative che talvolta hanno forte-
mente condizionato l’applicabilità dei
risultati: basta pensare alla difficoltà
di descrivere, mediante forme geome-
triche classiche, piante o fiocchi di ne-
ve o profili di montagne o nuvole.
Nel recente passato, anche sulla scia di
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